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Obr. 2b Obr. 2c Obr. 2d Obr. 2e

Obr. 2f Obr. 2g Obr. 2h Obr. 2i

1.4 Zhotovte z drátù èi �pejlí modely krychle, kvádru, pravidelného ètyø-
stìnu.

1.3 Volné rovnobì�né promítání

Zobrazovat prostorové útvary do roviny je mo�né rùznými zpùsoby
a zabývá se tím deskriptivní geometrie. Pøi øe�ení jednodu��ích stereo-
metrických úloh, zejména pøi zobrazování tìles a jejich èástí, pou�íváme
vìt�inou zobrazení, které se nazývá volné rovnobì�né promítání.

Pøedstavme si, �e n (p) je svislá (vodorovná) rovina; modelem její èásti
mù�e být napø. tabule (se�it). Vezmìme �pejli, která pøedstavuje úseèku
s krajními body A, B, a podr�me ji pøed tabulí (nad se�item) tak, aby se o ni
(nìj) opírala v krajním bodì A (obr. 3). Veïme druhým krajním bodem B
pøímku s tak, aby protínala rovinu n (p) v bodì B' (B'¹A). Spojnice bodù A,
B' v rovinì n (p) je úseèka AB'.

Obr. 3 Obr. 4
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Pøíklad 1

Je dána krychle ABCDEFGH. Sestrojte prùseèík pøímky CE a roviny BDG.

Øe�ení (obr. 39)

Jako rovinu s  mù�eme volit rovinu ACE. Prùseènice rovin BDG a s  je pøím-
ka GS (bod S je støed stìny ABCD). Hledaným prùseèíkem pøímky CE
s rovinou BDG je prùseèík P pøímek CE a GS.

Øez tìlesa rovinou je prùnik tìlesa a roviny. Je to rovinný útvar, jeho�
hranice je prùnik hranice tìlesa a roviny øezu. Hranice øezu hranolu, popø.
jehlanu se skládá z prùnikù roviny øezu se stìnami hranolu, popø. jehlanu.
Sestrojit øez rovinou tedy znamená sestrojit prùseènice dané roviny s rovi-
nami jednotlivých stìn.

Pro konstrukci øezù jsou dùle�ité zejména následující vìty, pøitom prv-
ní z nich vlastnì ji� znáte (str. 18):

V1: Le�í-li dva rùzné body v rovinì, pak pøímka jimi urèená le�í
také v této rovinì (obr. 16).

V2: Dvì rovnobì�né roviny protíná tøetí rovina ve dvou rovno-
bì�ných pøímkách (obr. 36b).

V3: Jsou-li ka�dé dvì ze tøí rovin rùznobì�né a mají-li tyto tøi ro-
viny jediný spoleèný bod, procházejí tímto spoleèným bodem
v�echny tøi prùseènice (obr. 36e).

A jaké jsou dùsledky tìchto vìt, které vyu�íváme pøi konstrukci øezù?

D1: Le�í-li dva rùzné body roviny øezu v rovinì nìkteré stìny, le�í
v rovinì této stìny i jejich spojnice. Prùnik spojnice a stìny
je jednou stranou øezu.

D2: Jsou-li roviny dvou stìn rovnobì�né a pøitom rùznobì�né
s rovinou øezu, jsou prùseènice roviny øezu s rovinami tìchto
stìn rovnobì�né.

D3: Prùseènice rovin dvou sousedních stìn (tj. stìn se spoleènou
hranou) s rovinou øezu a pøímka, v ní� le�í spoleèná hrana,
se protínají v jednom bodì.

V jednoduchých pøípadech, jako jsou v pøíkladu 1 øezy rovinami ACE
a BDG, vystaèíme s D1. Vìt�inou v�ak musíme pou�ít i D2, popø. D3. Zaè-
nìme krychlí.
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Pøíklad 1

Doka�te, �e v pravidelném ètyøstìnu ABCD je AB^CD.

Obr. 65

Øe�ení (obr. 65)

Stìny pravidelného ètyøstìnu jsou rovnostranné trojúhelníky. Je-li bod O støed
hrany AB, jsou úseèky CO a DO vý�ky v rovnostranných trojúhelnících ABC
a ABD. Je proto CO^AB a také DO^AB. Podle kritéria kolmosti pøímky
a roviny je pøímka AB kolmá k rovinì CDO. Podle definice je pøímka AB
kolmá ke v�em pøímkám roviny CDO, tedy i k pøímce CD. A to jsme mìli
dokázat.

Opakovaným u�itím definice a kritéria kolmosti pøímky a roviny lze
øe�it i slo�itìj�í úlohy.

Pøíklad 2

Je dána krychle ABCDEFGH. Zjistìte, zda pøímka CE je kolmá k rovinì BDG.

Obr. 66a Obr. 66b Obr. 66cUká
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Odchylka pøímky a roviny je nejmen�í z odchylek této pøímky a pøímek
roviny. A jak tuto nejmen�í odchylku najdeme? Øe�me následující pøíklad.

Pøíklad 2

Je dána krychle ABCDEFGH. Urèete odchylku roviny ABC a pøímky
a) EF, b) BF, c) BH.

Øe�ení

a) (obr. 87a) Pøímka EF je s rovinou ABC rovnobì�ná. Odchylka pøímky EF
a roviny ABC je rovna odchylce pøímky EF a napø. pøímky AB, je tedy 0°.

b) (obr. 87b) Pøímka BF je k rovinì ABC kolmá. Je tedy kolmá ke v�em pøím-
kám roviny ABC, tj. odchylka pøímky BF a libovolné pøímky roviny ABC
je 90°. Odchylka pøímky BF a roviny ABC je proto také 90°.

Obr. 87a Obr. 87b Obr. 87c

c) (obr. 87c) Pøi hledání odchylky pøímky BH a roviny ABC si staèí v�ímat
jen tìch pøímek roviny ABC, které procházejí bodem B. Nejmen�í je od-
chylka pøímky BH a pøímky BD. Proto je odchylka tìchto dvou pøímek
rovna odchylce pøímky BH a roviny ABC.

? Porovnejte odchylky j, b, a pøímky BH a pøímek BD, AB, BX (X je
libovolný bod pøímky AD, X¹A, X¹D). Pracujte s trojúhelníky DBH,
ABH a XBH.

Pøímka BD z pøíkladu 2c je pravoúhlým prùmìtem pøímky BH do rovi-
ny ABC a také pøímka AB v pøíkladu 2a je pravoúhlým prùmìtem pøímky EF
do roviny ABC.

Uká
zk

a 
tit

ul
u 

na
kl

ad
at

el
st

ví
 P

ro
m

et
he

us
 

ht
tp

s:
//

pr
om

et
he

us
-n

ak
l.c

z



111

Pøíklad 1

Je dán pravidelný ètyøboký jehlan ABCDV. Urèete jeho obraz ve støedové
soumìrnosti S(S), kde S=V.

Øe�ení (obr. 117)

Bod V je v daném zobrazení samodru�ný, obrazem vrcholù podstavy jsou
body A', B', C', D': bod V je støedem úseèek AA', BB', CC', DD'. Obrazem
jehlanu ABCDV je jehlan A'B'C'D'V shodný s jehlanem ABCDV. Tìleso s vr-
choly ABCDVA'B'C'D' bychom mohli nazvat �dvojjehlan�.

Na obr. 118 je znázornìna krychle ABCDEFGH, bod O je støed úseèky
BH. Ètyøúhelníky ABGH, BCHE, DAFG jsou obdélníky, a proto je bod O také
støedem úseèek AG, CE, DF. Jsou tedy body E, F, G, H po øadì obrazy bodù
C, D, A, B (a naopak) ve støedové soumìrnosti S(O). Dále vidíme, �e napø.
pøímka CE je v S(O) samodru�ná, samodru�ná je také rovina ABG. Obrazem
pøímky AB je pøímka HG rovnobì�ná s pøímkou AB, obrazem roviny ABC
je rovina GHE rovnobì�ná s rovinou ABC.

Vlastnosti støedové soumìrnosti, které jsme pozorovali na krychli,
mù�eme shrnout:

Jediným samodru�ným bodem støedové soumìrnosti je její støed.

V�echny pøímky i v�echny roviny, které procházejí støedem sou-
mìrnosti, jsou samodru�né.

Obrazem pøímky (roviny), která neprochází støedem soumìrnosti,
je pøímka (rovina) rovnobì�ná.

Obr. 118 Obr. 119

Geometrické útvary U a U', z nich� jeden je obrazem druhého ve støe-
dové soumìrnosti se støedem S, se nazývají útvary soumìrnì sdru�ené podle
støedu S. Je-li U=U', pak øíkáme, �e útvar U je støedovì soumìrný podle
støedu S; bod S je støed soumìrnosti útvaru U.
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Na obr. 140 jsou �taky sítì� krychle.

Obr. 140

? Naèrtnìte dal�í sítì krychle, kvádru, pravidelného ètyøstìnu, pravidel-
ného ètyøbokého jehlanu.

Pravidelný mnohostìn (s-stìn) má shodné stìny, kterými jsou pravi-
delné n-úhelníky a z ka�dého jeho vrcholu vychází stejný poèet hran. Souèet
vnitøních úhlù pravidelných n-úhelníkù u jednoho vrcholu musí být men�í
ne� 360°. Tedy: Jsou-li stìnami pravidelného mnohostìnu rovnostranné troj-
úhelníky (vnitøní úhel v rovnostranném trojúhelníku má velikost 60°), mohou
být u jednoho vrcholu buï tøi � pravidelný ètyøstìn (tetraedr, obr. 141a),
nebo ètyøi � osmistìn (oktaedr, obr. 141b), nebo pìt � pravidelný dvaceti-
stìn (ikosaedr, obr. 141c).

Jsou-li stìnami pravidelného mnohostìnu ètverce (vnitøní úhel ve ètverci
je pravý), mohou být u jednoho vrcholu pouze tøi � pravidelný �estistìn
neboli krychle (hexaedr, obr. 141d). Jsou-li stìnami pravidelného mnoho-
stìnu pravidelné pìtiúhelníky (velikost vnitøního úhlu v pravidelném
pìtiúhelníku je 108°), mohou se v jednom vrcholu stýkat pouze tøi � pravi-
delný dvanáctistìn (dodekaedr, obr. 141e).

Obr. 141a Obr. 141b Obr. 141c Obr. 141d Obr. 141e

Vnitøní úhly pravidelného �estiúhelníku mají velikost 120°, tak�e �ád-
ný pravidelný mnohostìn nemù�e mít pravidelné �estiúhelníky jako své stìny.
Proto je pravidelných mnohostìnù jen pìt. Øíkáme jim Platonova nebo také
platonská tìlesa.
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Pøíklad 4

Je dána vý�ka komolého rotaèního ku�ele v=15 cm, polomìr vìt�í podstavy
r1=32 cm, délka strany komolého ku�ele s=25 cm. Vypoètìte
a) polomìr r

2
 druhé podstavy komolého ku�ele,

b) odchylku a  strany komolého ku�ele a roviny jeho podstavy,
c) vý�ku v' ku�ele, z nìho� komolý ku�el vznikl.

Øe�ení

Oznaème S1 støed vìt�í a S2 støed men�í podstavy. Osovým øezem komolého
rotaèního ku�ele je rovnoramenný lichobì�ník ABDC (obr. 158). V rovinì
tohoto lichobì�níku budeme provádìt v�echny dal�í výpoèty. Støedem S2 ve-
deme rovnobì�ku m s jedním ramenem, napø. AC. Pøímka m protne základnu
AB v bodì M. Trojúhelník MS1S2 je pravoúhlý (|ÐS1|=90°); r2=r1-|MS1|.

Obr. 158

a) Pomocí Pythagorovy vìty pro DMS
1
S

2
 dostaneme:

MS S M S S s v1 2
2

1 2
2 2 2= - = -

tedy r
2
=r

1
- s v2 2- ; r

2
=12 cm

b) Odchylku a  strany a roviny podstavy vypoèítáme opìt z pravoúhlého troj-
úhelníku MS

1
S

2
 pomocí funkce sinus:

sina = =
S S

S M

v

s
1 2

2

; a@36°52'

c) Oznaème V vrchol ku�ele, z nìho� komolý ku�el vznikl. Trojúhelníky AS
1
V

a MS
1
S

2
 jsou podobné, proto

S V

AS

S S

MS
1

1

1 2

1

= ,

neboli v'= v r

s v
×
-

1

2 2
;  v'=24 cm.
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Povrch hranolu urèíme podle vzorce S=2Sp+Spl .

Kvádr a krychle jsou zvlá�tní pøípady hranolu. Povrch kvádru s roz-
mìry a, b, c je S=2ab+2(ac+bc)=2(ab+ac+bc), povrch krychle
s hranou délky a je S=6a2.

Pøíklad 1

Vypoètìte objem a povrch pravidelného �estibokého hranolu, jsou-li dány
délky jeho dvou tìlesových úhlopøíèek u1=12 cm, u2=13 cm, vycházejí-
cích z tého� vrcholu.

Obr. 171

Øe�ení

Pro výpoèet objemu a povrchu hranolu potøebujeme znát délku a podstavné
hrany a vý�ku v hranolu. V obr. 171 jsou vyznaèeny úhlopøíèky BD' (u1)
a AD' (u2). Trojúhelník ABD' je pravoúhlý (|ÐB|=90°). Podle Pythagorovy
vìty

|AB|2=|AD'|2-|BD'|2,

neboli
a2=u2

2-u1
2

a odtud

a= u u2
2

1
2- ;  a=5 cm.

Z pravoúhlého trojúhelníku ADD' (|ÐD|=90°) pak mù�eme vypoèítat
vý�ku v hranolu:

|DD'|2=|AD'|2-|AD|2,

neboli
v2=u2

2-(2a)2.

Nahradíme-li a2 rozdílem u2
2-u1

2, dostaneme po úpravì

v= 4 31
2

2
2u u- ;  v= 69  cm.
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* 5.51 Podstavami kosého �estibokého hranolu ABCDEFA'B'C'D'E'F' jsou
pravidelné �estiúhelníky. Délka podstavné hrany je a, délka boèní hra-
ny je b. Boèní stìna BCC'B' je obdélník a odchylka rovin BEE' a FCC'
je j (60°<j£90°). Urèete objem hranolu.

5.52 Døevìný trám jeho� prùøez je na obr. 180, má objem V=1,59 m3. Vy-
poèítejte délku trámu v metrech, jsou-li údaje na obrázku v mm.

Obr. 180 Obr. 181

5.53 Vypoèítejte tlou��ku ledové kry tvaru hranolu, která vyènívá 6 cm nad
vodou, je-li hustota ledu r=0,92 g*cm-3. Pøedpokládejte, �e kra má
svislé stìny a rovnobì�né podstavy.

5.54 Kolik m3 zeminy je tøeba pøemístit pøi výkopu pøímého 170 m dlou-
hého a 80 cm hlubokého vodního pøíkopu, jeho� prùøez má tvar
rovnoramenného lichobì�níku se základnami délek 150 cm a 90 cm?

5.55 Vypoèítejte objem �elezné traverzy, její� prùøez je na obr. 181 (rozmì-
ry jsou v mm) a její� délka je 178 mm.

5.56 Døevìný sloup tvaru pravidelného ètyøbokého hranolu s podstavnou
hranou délky a a vý�kou v se ohoblováním upraví na sloup, který má
tvar pravidelného osmibokého hranolu. O kolik procent se zmen�í
a) objem, b) plá��
pùvodního sloupu?

5.57 Urèete objem a povrch pravidelného trojbokého jehlanu, znáte-li:
a) délku a podstavné hrany a délku b boèní hrany;
b) délku a podstavné hrany a odchylku j boèní hrany a roviny podstavy.

5.58 Sí� pravidelného ètyøstìnu je rovnostranný trojúhelník s vý�kou h.
Vypoètìte objem a povrch tohoto ètyøstìnu.
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