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Publikace Stredoskolska matematika v tlohdch je sbirka tloh uré#pro pro-
cvi¢ovani a opakovani celého stiedoskolského uciva matematiky. Ohfahuje tlohy
na opakovani jeho teoretickych zakladi ve formé otazek a odpevédi, fesené
priklady i ¢etné ulohy k procviceni s uvedenymi vysledky. K ¢&8f1 z téchto tloh
je pripojen navod, jak lze ilohu fesit. Pro nékteré z uloh vys. ova cast sbirky
obsahuje nejen vysledek, ale i postup feseni. Metodicky faz# a propracovanou
soustavou uloh je ¢tenar cilevédomé veden k zvladnuti ulezitéjsich pojm,
metod a myslenkovych postupt stfedoskolské matemas iNI Jjak po strance teore-
tické, tak i praktické. Shirka proto muze byt velmi uzitg€énym doplitkem ucebnic
matematiky pro gymnéazia i pro stfedni odborné skely. Koncepcéné navazuje na
knihu téhoz autora Prehled stredoskolské matema jejiz 8. vydani vyslo v nakl.
Prometheus v r. 2003, dotisk v r. 2005). Odkaz@ha tuto knihu jsou znaceny [1].

Predmluva

Sbirku lze pouzivat v pribéhu celého sﬁioékolského studia a zejména pri
pripravé k maturitni zkousce z matemati@w1 k prijimacim zkouskdm na vysoké
skoly. Je urcena Sirokému spektru stu 1 stfednich skol vSech typt a tomu
odpovida jeji obsahova naplii. Jsou v bsazeny ulohy zékladni i nékteré tlohy
narofnéjsi (nepresahujici vsak svoﬁiinosti aroven stifedoskolské matema-
tiky). Obsahovou néplni a zpiiso zpracovani muze byt sbirka velmi uzite¢na
pro vSechny formy samostatné@ studia. Mohou ji vyuzit také studenti prv-
nich ro¢nikt vysokych skol, @evéim s matematicko-fyzikdlnim a technickym

zaméfenim.
&
Obsahem I. dilu jso¥akladni poznatky z logiky a teorie mmnozin, ¢iselné

obory, zakladni poznatb z algebry, funkce, rovnice a nerovnice. Obsahem II. dilu
jsou posloupnosti a@y, kombinatorika, pocet pravdépodobnosti a statistika,

matematickd ana , geometrie (planimetrie, stereometrie) a analytickd geo-
metrie. II. dil v r. 1999 v nakl. Prometheus. Odkazy na tuto knihu jsou
oznaceny [2]. S
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13.

14.

15.

16.

17.

Vypoctéte a vysledek vyjadiete zlomkem v zakladnim tvaru:

23 1 2 7 1 1 5
a) o — 5 b) - = oo, 0) o~ o o
36 24 15 27 126 77 ' 132 "

Vypoctéte: 9
o (T_2). (12 b (323). &

5 3) \8 11)° 372) % éé

“ox 4
Vypoctéte:

Poznamka k iloham 15, 16. Racionalni ¢isla, jejichz absolutni hod e vétsinez 1,
se Casto zapisuji ve tvaru tzv. smiSeného ¢isla.
3 3 31 1 1

LT _
Napr.z—l-&- 14 3 —10+3—103. ‘
p

Obecné: Kazdé kladné raciondlni &slo £ > 1 (p, g€ N ke vyjadrit ve tvaru = =
q q

412 7 5 11
22 b) (—64) -
Y35 5786 30 ) (= g

@
=n+ z, kde n € N je cela ¢ast ¢isla Paren je éislq.zbytek) spliujici nerovnost
q q
0 < r < q. Soucet n + r symbolicky zapisujelr@ o smiSené slo n’. (Pozor:
q q

Tento symbolicky zapis nepfedstavuje soucin!) &iobné: Kazdé zaporné racionalni

gislo 2 <—=1(peZ, q€N)lze zapsat ve t opacného ¢isla ke smisenému ¢islu
8 1 & 3
t =|. N —— = —3-.
reprezentujicimu apr. 7~ 1 1

Pii scitani a nasobeni smiéenych Cise vyjadfujeme ve tvaru souctu, ktery repre-
zentuji, nebo je prevedeme na zloml° i ndsobeni a déleni smiSenych ¢isel se uziva
tohoto druhého zpusobu.

5 7
Vypoctéte: a) soucet, b) @1 ¢) soudin, d) podil smiSenych ¢isel 2— 5’ 3—

.
7

Vypoctéte: Q

11 1 41 4 2 1 5

2= 4+ 3= % Z_ 5= Z .92 -2
a) 3+32, )3 @ & c) E 57, d) 35 23, )22 i

4 2 1\ .1 11 1 1
£) 32 ;22 ° _2-).32, h)(2-+3:): 32 ) + 7=
)35:23 Q7 4) 3’ )(3+ 2) < +7>+2

Co se&zuml desetinnym rozvojem redlného (specialné racionalniho) ¢isla a?

0 éd. Desetinnym rozvojem ¢&isla a € R (spec. a € Q) se nazyvé jeho zépis

'vqﬁ aru

al a2
§ a:iao,alaz...an...:i(ao—FE%—W—|— +W+ )

92

kde ap € No, a; € No, 05 a; £9(i=1, 2, ..., n, ...); znaménko + se bere pro
a 2 0 a znaménko — pro a < 0.
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Jaké vlastnosti maji absolutni hodnoty souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu dvou

realnych cisel?

Odpovéd. Pro kazda dvé realna ¢isla a, b plati: ~
Jal = [b] < [Ja] = bl| £ |a % b] < |a| +[b], ¢
|ab| = |a] - [b].

Pro kazdé redlné ¢islo a a pro kazdé realné ¢islo b # 0 plati:

Ovérte vlastnosti absolutni hodnoty souctu, rozdilu, souéln& podilu dvou
redlnych ¢isel (viz pfedchozi tlohu 59) pro dvojice ¢isel: &

a)a=2, b=5, b)a=-2, b=5)

a=2 b=-5 d)a=—2, baes

Dokazte vétu o absolutni hodnoté souctu dvou redlﬁ(&n cisel:

Pro kazda dvé ¢isla a, b € R plati nerovnost é‘

a1 < Jal + 13y
které se fik4 trojuhelnikova nerovnost @ absolutni hodnoty dvou reél-
nych &isel). K3
Pozndmka. Je-lia # 0 A b # 0, pakgeal > 0 A |b] >0 A Ja+0b > 0,
takZe nerovnost |a+b| < |a| +b| lze inteffprttovat geometricky jako trojihelnikovou

nerovnost pro velikosti tsecek (odtu

a >0, b> 0 (kdy plati rovnost |a +

plati ostra nerovnost |a + b| < |${ ).
I,

a) la + b] é‘ b) la +b|
] |b'a\0 a+lb » B] 0 1 a+b la %
[B] ('

] E
al
2 la
@+ bl
0* Obr. 2.8

Dokazte vet absolutni hodnoté rozdilu dvou redlnych cisel:
Pro kaéd@é ¢isla a, b € R plati soustava nerovnosti

g la —b| 2 |la] = [b]| = |a] — [b].
O
Jaké@erovnosti plati souhrnné pro |a & b|, kde a, b € R?

chazi jeji ndzev). Viz napf. obr. 2.8a pro
la| +|b]) a obr. 2.8b pro a > 0, b < 0 (kdy

S

ovéd.  Uzijeme-li trojihelnikovou nerovnost |a + b| < |a| + |b] pro ¢isla a a —b,

gnahradime-li v ni ¢&islo b ¢islem —b, pak dostaneme: |a —b| < |a|+|b|. A obdobné

)

e soustavy nerovnosti dokézané v tloze 62 dostavame |a+b| 2 ||a| — |b]] 2 |a|] —|b].
Souhrnné jsou vSechny dokadzané nerovnosti vyjadieny touto soustavou nerovnosti:

la| = [o] < [la] — [b]] < la +b] < [a] + [b].



Pro urcéeni vztahu mezi zakladem z, poétem procent p a k nému prislusnou procen-
tovou casti ¢ fesime tulohu: Pro dané z a p urcit prislusné ¢ Tuto tlohu muzZeme
fesit usudkem:

1 % ze zékladu z je ﬁz = p % ze zdkladu z je p - ﬁz’

coz je procentova ¢ast ¢ prislusna k poctu procent p, tj. plati @
fo P2 S
100° éh
Tento vztah se nazyva zdkladni vzorec procentového poctu. QO

Pozndmka. Z tohoto vzorce lze vypocitat kteroukoliv z hodn@, p, z, jsou-li
dany zbyvajici dvé z nich. &
22. Vypoctéte 24 % z 1500 Ké. ‘c
Reseni. Déano z = 1500 K¢ a p = 24, uréujeme pfisluéi%godnotu c.
1. zpisob Teseni — usudkem (pres 1 % zdkladu): A
1% ze z je 15 K& = 24 % ze z je 24 - 15 K& = 360 tj. ¢ = 360 Ké.
2. zpusob Teseni — primym uzitim zdkladniho vzom@ocentového poctu (z tlohy 21):

24 -1500 K¢ *

= 23‘}5 — 360 K&
(4

Odpovéd, 24 % 7z 1500 K& je 360 K& ,$
<

¢ =

23. Za dopravu a stravovani zaplatil 4gastnik jednodenniho turistického zajezdu
250 K¢. Kolik procent ceny zaje zaplatil za stravu, jestlize doprava stéla
110 Ke?

Reseni. Zaklad pro vypocet Idocent je z = 250 K¢. Za stravu bylo zaplaceno ¢ =
= (250 — 110) K¢ = 140 07 je uvazovand procentova ¢ast, jiz odpovida p %
zékladu z takovych, ze pl@podle vzorce z Ulohy 21):

5{100&_100-140_@_56
§* z 250 25

Ucastnik zaplatil za stravu 56 % ceny zajezdu.

24. Ke zkousce se/@bstavilo 72 studentii a 46 studentek. Uspésné ji absolvovalo

63 s‘cudent;"ii 2 studentek. Porovnejte, zda byli u zkousky tspésnéjsi studenti

nebo stu y.
Regem’. rotoze pocty studentd a studentek u zkousky jsou rtzné (z1 = 72, 22 =
= 46 pro porovnani jejich Gspésnosti nutné vypodéitat procentové miry (po-

Cty @cent) p1,p2 prislusné procentovym castem rovnym poctu tspésnych stu-

d a studentek (¢ = 63, ¢ = 42). Podle zdkladniho vzorce procentniho poctu
ohy 21 dostavame:
* 100¢; 100 - 63 100¢2 100 - 42 .
= = = : = = =91,3.
° p1 o, ™ 87,5, p2 P, 16 91,3

vvvvvv
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1. Analytické zadéni, tj. vzorcem (rovnici anebo soustavou rovnic pro rizné éasti
defini¢niho oboru D(f)).

2. Grafické zadani, tj. grafem funkce f.
3. Zadani vycétem funkénich hodnot, tj. jednim z téchto dvou zptsobu: 0
— zadanim vSech uspofadanych dvojic [z;, v:], kde z; je hodnota f ni
proménné z a y; = f(x;) piislusnd funkéni hodnota funkce f, pii isu

tohoto vyc¢tu ve tvaru tabulky se mluvi o zadani funkce tabdlkou ¢i
tabelarnim zadénim (tento zpusob zadani funkce f lze ové%! uzit jen
tehdy, kdyz jejim definiénim oborem D(f) je kone¢na mnoiinaé

— zadanim konstantnich funkénich hodnot funkce f v prislusny astech defi-
ni¢niho oboru D(f) (tento zptusob zadéani je mozné uzit teldy, kdyz oborem
funkénich hodnot H(f) je koneénd mnozina). $0

Priklady rizngch zptisobt zaddni (uréent) funkce: °

a) Analyticky zadand funkce f: y = x> +1, D(f) = (—1; ?
Jeji graf, ktery je v obr. 4.1, muze slouzit jako gmﬁck\ ddant funkce.

@
\ ] SRR oS

kS

&
'Q Obr. 4.1

b) Analyticky zadand funkcegyy = g(z), D(g) = R, jejiz funkeni predpis je vyjadien

nékolika vzorci:
0\0 1+ proz € (0, +00),

%N, — 0 roxr =0
QZ/ p )
o

1—z proz € (—oo, 0).

Jeji graf je v 4.2.

~

e’b YA
\é y=1+x
N
$
%
¥
>
&
N) >

126



Bod Z, ktery je obrazem soucinu z dvou nenulovych komplexnich ¢isel z1, z2, mé
polohovy vektor (pruvodic) r, jehoz velikost r je rovna soucdinu velikosti polohovych
vektort ri, r; obrazi &isel z1, za2, tj. 7 = r1 - r2 a polopfimka OZ (vektor r) svird
s poloosou +x orientovany uhel ¢ = ¢1+p2, kde p1, 2 jsou argumenty komplexn'&
C¢isel z1, z2 (obr. 4.61). Obdobna véta plati pro bod Z, ktery je obrazem p
dvou nenulovych komplexnich ¢isel z1, z2, pficemz r = r_l ap=@i—p2 (ob&)

2

Obr. 4.61

9. Urcete soucin a podil komplexnich ¢isel z; = 1 + \3 V2 (cosg + i sin %)
_ 3 . .3 o
azo=—1+1i=v2(cos>m+isin>7 ) v uvedesfém poradi.
4 4 2%

10. Co znamena geometricky nasobeni komple)&\o ¢isla z # 0 imaginarni jed-

notkou i? é
11. Vypoctéte souciny komplexnich cisel &iometrickém tvaru:
N
a) z1 = (cosg+1sm§) $022—15(c0sg+1s1n )
b) z1 = 2 (cos36° + i sin 36°), ‘o 29 = 3 (cosb4° + 1 sin54°)
2
c) z1 = os37r+1s1n T, .~ 22:4[cos<fg)+isin(f%)],
™. . m
d)z1: +1sm§ ) zgzcosﬁ—i—lsmﬁ,
23 = cosl + i sm&
12. Vypoctéte podlly lexnlch ¢isel v goniometrickém tvaru (v uvedeném
poradi): \
. T .. m
4 c 7T+1sm 7r ,22:5(c0s—+1s1n—),
4 4
=5 (cos T+ isinZ),
z cos —+ 1 sin
2 3 3
.’&

c) Zle—l-i‘l, 2:2<c0s£+ising),

13. Vvététe:
'q 3 (cos 15 + 1 sin 12) -4 (cos %w + i sin %w)
6 (cos§ + i sin%)
2 (cos15° + 1 sin15°) - 3(cos45° + i sin45°) - 4 (cos60° + i sin 60°)
1,5 (cos30° + i sin30°) - 0,5 (cos 150° + i sin 150°)

)
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V oboru R feste graficky nerovnice:

a) 27 > 2z, b) log |z + 1| > 2% — 3z.

V oboru R feste rovnice s nezndmou x a s kladnym parametrem a: 0
a) a*® + a** = a7, b) log, 2* + 2log, (z +2) = 1. *}.
[Ndvody: a) Pouzijte substituci y = a**. b) Upravte danou rovnici n@(vwa—

K4

V oboru R feste nerovnice s neznamou z a s kladnym paramegl a€R:

lentni tvar log, [(z + 2)]* = 1 a odlogaritmujte.]

a) a® "7 < g2 b) log, x +1 > 210gm0

[Ndvod: b) Vyuzijte vztahu log, « - log, a =1 a provedte s tuci y = log, =.|

Goniometrické nerovnice \Q

2

Odpovéd. ReSeni goniometrickych nerovnic @ru R se provadi jejich ekviva-
lentnimi tpravami s vyuZitim vlastnosti goniom kych funkci, a pripadné pomoci

Jak se Tfesi goniometrické nerovnice?

vhodné substituce. Q
Reste v oboru R goniometrické nerovni@

a) sinz > 0, b) cosz < -, “Q c)tgz = —1.
) o
Reseni. s

(~)

a) Z grafického znazornéni funk@ =sinx (obr. 5.13) a jeji periodicity plyne pro
kazdé z € R: I
sinz > 0 & z € ( Qk&r + 2km) = (2kw, (2k + 1)7), kde k € Z, a tedy
K= U (2km, (2k + 1)7@’,"

[\

keZ 0
é‘ 1
y=sinx
-7 0 T 2n X
4

é Obr. 5.13

% 1
b) Se&pme grafy funkci y = cosz a y = 3 (obr. 5.14). Uréime jejich priseéiky

0 0 27T = z, xro = §7r.

3 3
V.

'@ obr. 5. 14 az perlodl(:lty funkce kosinus plyne pro kazdé x € R:

§ cosx < = <:>:1:€( + 2k, §7r—|—2k7r):((6k+1) (6k +5) = )

kdekeZ,atedyK:U((6k+l) (6k +5) = )
keZ

249





