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Uvod

Piipomefime si na zacdtku zavérecného, ¢tvrtého dilu této ucebnige,
co v8echno jsme probirali v dilech pfedchézejicich. V prvnim dilg/ —
po zopakovani ufiva ze zakladni Skoly — jsme pracovali s mnchecCleny
a lomenymi vyrazy, sezndmili jsme se s linedrni a kvadratic funkci
a naudili jsme se feit linedrni a kvadratické rovnice, ner@"nice a je-
jich soustavy. Ve druhém dilu jsme prohloubili své poznatky o funkcich
o pojem funkce rostouci, klesajici, prosté a inverzni, rggfirili jsme po-
jem mocnina na mocniny s racionalnim exponentem, §gznamili jsme se
s funkei linedrni lomenou, exponencialni, logaritmickdl¥ a s posloupnost-
mi, zejména s posloupnosti aritmetickou a geometrickou; déle jsme se
zabyvali shodnymi zobrazenimi v roviné a stejno@losti. Ve tfetim dilu
jsme podrobné probrali goniometrii a trigonomg. i, ve stereometrii jsme
studovali vzajemné polohy piimek a rovin v gfostoru a uréili jsme obje-
my a povrchy hranolu, jehlanu, valce, kuZ koule; seznamili jsme se
také se zdklady kombinatoriky, poc¢tu prﬁpodobnosti a statistiky.

Matematické uéivo, které se ve Skole®probird, pfevdzna vétsina z vas
zapomene, zejména nebude-li je ve své@raci potfebovat. Pfesto vSak neni
zbytetné, Ze se ve §kole matematik ite. Dozvidate se totiZ nejen uréité
poznatky, ale vyu€ovani matematjf€ — aniz si to uvédomujete — formuje
vas piistup k feSeni problémi a gittiaci, které s matematikou ani nemuseji
souviset. Chcete-li ve své budeuci prici porozumét tkolim, které vas
¢ekaji, a chcete-1i k nim pfi. ovat aktivné a tvliréim zptisobem, musite
se tomu ucit uz ve Skol olskd matematika vam k tomu poskytuje
bohaté moznosti. AnoA¥€tSinu matematickych poznatki ziskanych ve
skole nejspisSe zapom e — ale tim, Ze se je budete ucit, Ze se je budete
snaZit pochopit a pEjit na kloub tomu, pro¢€ je to zrovna tak, jak to je,
ziskate néco, co s¢Zapomenout neda.

A jesté poznfmka na z4vér. Stejné jako v predchézejicich dilech

i v tomto di razek sovy znamend, Ze nasledujici ¢ast textu je po-
nékud obtizpgjsi.
¥
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1.4 Ve zvolené soufadnicové soustavé zobrazte Gtvar vyjidieny
a) nerovnicemi —1 <z £ 2; b) nerovnicemi |z| £2ay £ 1;
¢) nerovnicemi z > 1 a |y| < 2.
1.5 Ve zvolené soufadnicové soustavé zobrazte Gtvar uréeny pod@ka—

mi: 2

a) zy >0 b) (z—1)y L0 L

) (z-2+1 L0 d) y(1 - Jal) 2 0 6,"
&

1.2 Vzdalenost dvou bodu '90
(4

O vzorci pro vzdalenost dvou bodil jsme Ry Q“

se zminili uz d¥ive. Ve 3. dilu této ucebni- J% _. \
ce jsme ho pouzili k odvozeni vzorci pro o
sin(a 4 B) a cos(a + ). Nebude vSak na
$kodu, kdy? si zpiisob, kterym jsme k né-
mu dospéli, pfipomeneme. Budeme k tomu’
potfebovat nasledujici znamy fakt: o

Jsou-li body A, B na ¢iselné ose o&y
¢isel a, b, pak pro vzdalenost téchtggBodt
plati: |AB| = |a —b|.

Toto tvrzeni dokdZeme jen geéisla a, b riiznd od nuly, a > b; u zby-
vajicich moZnosti se postupujeépodobné. V uvazovaném pripadé mohou
pro &isla a, b nastat pouze mbznosti znézornéné na obr. 1.5a,b, c:

a)proa>b>0 pla‘m{(’ | = |0A|-|OB| = |a|—|b| = a—b=|a—b],

b) proa > 0 > b pla QAB| |OA|+|OB| = |a|+b] = a—b = |a—1b],

c) pro 0>a>0b yt |AB| = |OB| — |OA| = |b| — |a| = =b+a =

% B A B 0 A
RS
N bl c)
2 18]
~ /_/\__\
v :
@ B A0
S |al
Obr. 1.5
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vektoru 2u je dvojnasobkem pfislu$né soufadnice vektoru u, tj. v; = 2u;,
vy = 2uy. Zobecnénim tohoto vysledku se da ukazat, Ze plati obecné:

Soudin redlného &isla k a vektoru u = (up,uz) je vektor k&‘t
= (kuq, kus). of

4
Priklad 13 &
Ve zvolené souradnicové soustavé zobrazte vektory a& (4,6) av =

1 v
= (—2,0) a sestrojte vektor w = 4= 3v. O spré,vr}e@h se piesvédite
tak, Zze soufadnice vektoru w vypoctete. o
g3 orlentovane asecky

@i, @_B), kde O[0,0], A[4, 6], B[—2,0]; umistg }1 vektord = u —3v jsou
L
orientované asecky (‘)—131, OB 1, kde A; {2?1 [6,0]. Vektor w sestrojime
1

Resent. Za umisténi vektord u, v zvolime na obr,

jako ahlopficku OC rovnobéZniku OB, tw=C-0.
N
s &
| {° & A4, 6]
&
3 “i\ """ :" """"""" [81 3]
O SiA :
,@5’ S N B
B[- O 2 4 Bis,0 v
N
~a Obr. 1.23

1
Urc1me—l$uradn1ce vektoru w = (wy,ws) = U= 3v vypoctem,

dostanenobr

2 1 1
:—~4— —2 =8 2—6—30:3
'Nt' w =g 3(-2)=8, wr=g

@’gﬁ jsme tak, Ze w = (8, 3); pii spravném grafickém sestrojeni tohoto
toru ma bod C na obr. 1.23 tytéz soufadnice: C[8, 3].
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1.11 Smérnicovy tvar rovnice primky

Jak vime, je mozné kazdou pfimku vyjadrit obecnou rovnici ag+
+ by + ¢ = 0; v této rovnici je aspon jedno z ¢isel a, b rizné o ﬁdly.
Pro a = 0, b # 0 vyjadfuje tato rovnice piimku by + ¢ = 0, tj.Q*)vno-

c i g i

bézku y = ~3 s osou z; pro a # 0, b = 0 tato rovnice predstavu}@pnmku
' c

ax+c = 0, tj. rovnobézku x = - sosouy; proa #0,b # e o prfimku,

kterd je riznob&zné s kazdou souradnicovou osou. ~

Predpokladejme, Ze v obecné rovnici pfimky az + @-i— c=0jeb#0,
takZe pfimka, kterd je touto rovnici uréena, neni r¢whobézna s osou y.
V tomto pfipadé miZeme z dané rovnice vyjédfi\ﬁoménnou y:

%
Oznadime-li &
dostaneme rovnici

kterd se nazyva rovnice pi"l'Qﬁy ve smérnicovém tvaru.

T
\ @
Smérnicovy tvar rovée primky je rovnice y = kx +q, kde k, ¢
jsou libovolné ¢isla. o k se nazyva smérnice pfimky.

Z toho, co bylo &:eno, je jasné, ze ve smérnicovém tvaru se daji
y, které nejsou rovnobézné s osou y; pouze tyto

ovnice y = kx + ¢ néco pfipomind, neni to ndhoda;
v 1. dilu té@uéebnice jsme se zabyvali linedrni funkci a definovali
jsme ji t : Linearni funkce je kazda funkce, kterou lze vyjadrit ve
tvaru y ﬁzx-fb, kde a, b jsou libovolna ¢isla. Z toho, co uz vime o smér-
nicovég tvaru rovnice piimky, ve spojitosti s linedrni funkci vyplyva:
Kajid¥ pfimka, kterou lze vyjadiit ve smérnicovém tvaru, je grafem li-
r‘@ funkce. Graf kaZdé linedrni funkce je pfimka, kterou lze vyjadrit
mérnicovém tvaru.

62




Ulohy

1.56

1.57

1.58

1.59

1.60

Urcete vzdalenost bodu M od piimky p, jestlize plati: A
a) M[=2,1], p: 5z — 4y +3 =0 &
b) M[0,0], p: y =22 —3 $

c) M[2,-1],p: z=3+¢t, y=1-¢t,teR 'Q

d) M[1,11],p: 6z —y+5=0 O

V trojihelniku ABC, kde A[0,0], B[3,4], C[-2,2] ete velikost

vysky na stranu AB a s jeji pomoci vypoctéte obgah trojihelniku
ABC.

Uréete ¢islo ¢ tak, aby bod M mél od prlm@p x+y+c=0

vzdalenost d, jestlize
a) M[0,0], d = 5; b) M|2, —\ﬁ d=1.
Na pfimce p: z4+y—-1=0 urcete , ktery mé od piimky ¢
vzdélenost d = 2, jestlize
a) ¢:y+1=0; b)?x—Q—
c) q:y=uz; r=1+1
y=-3t,teR.
Napiste rovnici piimky, kter&rocham bodem P[3,0] a m4 od po-

E4tku vzdalenost a) d = 3:8b) d=1; ¢)d=0.
‘b

1.13 Rovnice krlfﬁqnice

P

V zavére¢ném clank& uciva analytické geometrie se budeme kratce
zabyvat kruznici. @

K odvozeni jeji rofiice vyjdeme ze zndmé definice: KruZnice se stie-
dem Sas polo@rem r je mnoZina v3ech bodu roviny, které od

bodu S maji vzdéalenost r.
Prfedpoklidejme, Ze v soufadnicové sou-
stavé Ozy je podle obr. 1.43 dana kruZnice k
se stfedem v bodé S[m,n] a s polomérem r.
Je-li X[z, y] libovolny bod kruZnice k, je jeho
vzdélenost r od stfedu S této kruznice rovna

V/(z —m)? + (y — n)2. Plati tedy

Vie-mP+(y—n)2=r,

Obr. 1.43



jsou regularni a které singuldrni:

4, 3, 2
A=(% %), B=[1 -1 -2 A
]-7 -2 ; 0
3, 4, 4 '
2, 3,0, 1 '3"'
1, 1, 0 I ) ) °
1,0, 3, 2 s
C: ]., 0, 1 y D: 0
Fala 0,3,1,2) &
» b 3, 2, 1, 0*'"
s@
‘O
2.7 Soustavy linearnich rovn\Q a jejich

resitelnost \

Se soustavami rovnic o dvou nebo o ti&h neznadmych, které jsme
dosud resili, se v riznych dlohich nevyﬁéi; dasto je zapotfebi reSit
soustavy mnoha rovnic o velkém poétudpeznadmych. Témito soustavami

se nyni budeme zabyvat a vyuZijem omu svych znalosti o maticich.
Soustava rovnic )

a1171 + a12T2@F ... + G1nTn = by

as1T1 + a2¢+ et 2T, = by

s .&\ ......................

am1T1 +#2$2 + . i+ GpnTy = by,

N

kde a;x, b; jsou redlna, ég azi, 2, ..., Ty, NezZnamé, se nazyva soustava
m linedrnich rovn n neznamych; &isla a;; jsou koeficienty této
soustavy. JestliZe j v3echna ¢isla by, b, ..., by, rovna nule, nazyva

se tato soustavashiomogenni, je-li aspoii jedno od nuly rdzné, je to
soustava nehelogenni.

U kazdé s avy linedrnich rovnic rozliSujeme dvé matice. V piipadé
soustavy uyedené vyse to je matice
L)

o
@ aii, ai2, ..., Qin
~ a21, QA22, ..., Q2n
2

§ Amly, Gm2, -+ -y Amn
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2.35 Urcete, pro které hodnoty parametru p je feSitelna soustava:
1 — 22+ 223 =1
T1 + T2 — 223 = 2
31 — 22+ 223 =p 9~

N
A
2.8 Reseni soustav linearnich rovnic®

Uk4zeme si hned na avod, jakym zptsobem se od feég soustav li-
nedrnich rovnic, ktery jsme pouzivali dosud, prejde k f&ni téchto sou-
stav pomoci matic. Budeme fe$it jednoduchou sousglu t¥ linedrnich
rovnic o tfech nezndmych a porovnavat postup feéerb maticemi, jejichz
pomoci jsme zjisfovali, zda soustava ma, ¢i nemi feseni:

T—y+z=4 1, —1,\ 4
z+y—2z=0 1, 1g-1|0
—T4y+z=2 -1, 4® 12

Tuto soustavu upravime tak, Ze ke drul®{rovnici pfi¢teme prvni Vyna-
sobenou ¢islem —1 a ke tieti rovnici pfi€feme prvni; odpovidajici matici
vpravo upravime podobné: k druhémy@adku pfi¢teme prvni vynasobeny
Cislem —1 a ke t¥etimu fddku pri¢teie prvni. Dostaneme tak soustavu

a matici:
rT— y+ z= s 1, —1, 1 4
2y — 2z :Q@ 0, 2, —2|—4
2z 6 0, 0, 2| 6
Soustava, kterou jsme takftrziskali, ma jediné feSeni: z = 3,y = 1,z = 2;
vzhledem k tomu, Ze § tpravy ekvivalentni, je to i feSeni soustavy

pivodni. K tomuto vygledku vSak dosp&jeme i od posledni matice; dostali
jsme ji z piivodni matice Gpravami neménicimi hodnost matice. Tyto
ipravy byly pro ny jen s fddky matice. To vSak znamend, Ze ¢isla
v prvnim sloupcijsou koeficienty u nezndmsé z a ¢isla ve druhém a tietim

sloupci jsou cienty u nezndmych y a z v soustavé rovnic, kters je

s pivodni s@tavou ekvivalentni. Je to soustava:
Lozo-1)-y+ 1-z2= 4 T— y+ z= 4
0-2% 2.y+(-2)-z=-4  neboli 2y — 2z = —4
0é+ O-y+ 2.-z= 6 2z= 6

Z t¢to jednodussi soustavy ziskané z posledni matice uréime nezndmé ,
snadno.
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3.4 V Gaussové roviné je ddna tseCka AB, kde A je obrazem ¢isla 1
a B je obrazem ¢&isla 5. Uréete komplexni ¢&islo, jehoz obrazem je
takovy bod C, 7e trojihelnik ABC je rovnostranny. (Navod: Uvé-
domte si souvislost vy$ky v, a imaginirni ¢asti komplexniho é@a,
jeho# obrazem je bod C.) N

3.5 Oznaime | mnoZinu viech &isel imagindrnich a Ig mnoii@véech
¢isel ryze imagindrnich. Zjistéte, zda plati:

4
IRNR=0,INR=0,IgnI=1IgUl=C, IRUR:Cb$R=C
3.2 Zakladni podetni operace ¥
s komplexnimi ¢isly °$
V tomto &lanku se nauéime komplexni ¢isla sé ‘t, oddéitat, nasobit
a d&lit. Nejdiive si vSak ujasnime, kdy se dvé k \plexni ¢isla rovnaji.
Komplexni ¢isla a + bi, ¢ + di se rov jestlize se rovnaji je-
jich E4sti redlné i jejich Casti imaginé@neboli kdyz plati a = ¢
a zdroveli b = d. 3
&N
>

Vsimnéte si, Ze takto deﬁnované&nost je v souladu s predstavou
komplexnich &sel jako uspofadanyehdvojic redlnych ¢isel; vime totiz, ze
usporadané dvojice (a, b), (¢, d) s@vnaji, jestlize a = c a zarove b = d.

Komplexni &isla s¢itdme a ngdebime po formalni strance stejnym zpi-
sobem, jako by §lo o dvojéle\ ; pii ndsobeni navic vyuzivime toho, Ze
:2
i“=-1

(a+ biple +di) = (a+ ) + (b+ i
(a + bi)(c + di) = a4 adi + bci + bi - di = (ac — bd) + (ad + be)i
Z tohoto divodu si &) vysledky (zejména vzorec pro nasobeni) nemu-

site pamatovat ulet, resp. soucin dvou danjych komplexnich &isel
neurcujeme takﬁ bychom do téchto vzorci dosazovali pfislusné hod-
noty a, b, c, ro tplnost a také kvili pfesnosti vSak definice téchto

operaci uv e:
W)

&

So'@‘e’t libovolnjch komplexnich &isel a + bi, ¢ + di je komplexni
&islo@ba + c) + (b + d)i.
uéin libovolnjch komplexnich &sel a + bi, ¢ + di je komplexni

\@lo (ac — bd) + (ad + be)i.
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570

&

Yy ‘F Argument ¢ ur¢ime z obr. 3.9, kde je dané
¢islo z zndzornéno v Gaussové roving. Vidime,
_ i 1
1+iv3 Ze argument ¢ lezi v intervalu (57@7@ aze
n ’*\9" pro né&j plati o

e ¥ sin _\/5_\/5 cos - S

s T ‘P_Qi?“ 2
Obr. 3.9 Témto tfem podminkdm vyhé¥uje jediné &fs-

lo ¢; pokud na né nepfijd%sami, presvédcte
se aspoil, Ze to je ¢islo ¢ = -?;7r. Pro dané &islo z tgplati:

z=-1+iV/3= 2(cos §7r +@n°§7r)

Z goniometrického tvaru komplexniho éi‘&i snadno poznéme, zda toto
¢islo je ¢i neni komplexni jednotkou. Je-l@tii ¢islo z = r(cos p+isin @)
komplexni jednotka, je jeho absolutnishddnota rovna jedné, takZe plati
|z| = 7 = 1. To v8ak znameni, Ze kaz komplexni jednotku lze vyjadrit
ve tvaru cos¢ + isin. Plati Véaﬁbrécené: Kazdé komplexni &islo
tvaru cosy + isin ¢ je komplexn&dnotka, nebot

| cos o + isin$g \/cos? o +sin?p = 1.
Q‘
Zabyvejme se krétce %uéinem dvou komplexnich &isel vyjadienych
v goniometrickém tvar& volme ¢&isla
21 = rl(cos@'-k isin ), 22 = 12(Ccos @a + isin @,)
a vypoctéme jejic&@ouéin 2129:
212 ﬂgrl(cos ¢1 +1isingpy) - ry(cos g +isinpy) =
&= r173(cos 1 + isinp1)(cos g + isin py) =
e = 1173[(cos 1 oS 3 — sin ¢y sin y)+
+ i(cos 1 sin o + sin ¢ cos p2)].

0
&

v N A " : .
Pfipoféneme-li si souttové vzorce pro sinus a kosinus

\t? cos(a + ) = cosacos B — sin asin 3,
4

sin(a 4 ) = cosasin 8 + sin a cos 3,
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Priklad 4
Nakreslete vSechny podgrafy grafu G na obr. 4.10, které jsou kr%m—

cemi.
\0
Ijb \

Obr. 4.10 Obr. 4. 11$

Regeni. Vsechny podgrafy grafu G, které jsou kr&mcemi, jsou znazor-
nény na obr. 4.11a, b, c. Tyto kruznice maji de{ 4a5.

Dalsim typem ﬁvmlych grafi jsou grafy,
které Zadnou kr@ﬂ ci neobsahuji; nékteré ta-
kové grafy jso ﬁézornény na obr. 4.12a, b, c.
Tyto grafy s&azyvaji stromy.

a)
@ G,

Q‘f

S
F 9. s
¥
2

b) ng

A

\9' Obr. 4.12

S
r

S@] je souvisly graf, jeho zadny podgraf neni kruznice.

4
,Bﬁlamenejme, Ze této definici vyhovuji i grafy skladajici se z jediného

. 1 takovéto grafy tedy povazujeme za stromy.

Vsimnéme si strom® zndzornénych na obr. 4.12a, b, c. Graf G; se
skladd z deviti uzld a osmi hran, graf G, mé osm uzld a sedm hran,

176





