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Piifadte ke kazdé z téchto funkci jeji graf, ktery je na jednom
z obrazkl 1.6a—d. (Jde opét, obdobné jako na obr. 1.4, vlastné jen o ¢asti
grafii.) Zdivodnéte své zavéry.

1.3 Obor hodnot funkce

i Vratte se k obr.1.4 v ¢lanku 1.2. ZapiSte vyc¢tem mnozinu vSech
funkénich hodnot, kterych funkce h nabyva.

Pro kazdé x € R je h(x) jedno z ¢isel —1, 0, 1, tj. hledand mnoZina
je {~1,0,1}.

Tuto mnozinu nazveme obor hodnot funkee h. Jeto tedy mnozina
v8ech takovych y € R, ke kterym existuje aspoii jedno x € R (z defini¢-
niho oboru funkce h), pro néz je y = h():

Obor hodnot funkce f je .mnozina vSech y € R, ke kterym
existuje aspon jedno x z definicniho.oboru funkce f tak, zZe

y = f(z).

Obory hodnot funkei, stejné jako jejich definiéni obory, budou stéle
v centru nasi pozornosti. Proto pro né kvili stru¢nosti zapisu zavedeme
uréité symboly:*

obor-hodnot funkce f ... Hy,
defini¢ni obor funkce f ... Dy.

Defini¢ni obor.a‘obor hodnot funkce A, kterou jsme sledovali v tivodu
¢lanku, mtzeme potom zapsat takto:

Dn=R, H,={-1,01}.

1 Pouzivaji se také napf¥. symboly H(f), D(f).
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2.3 Rostouci a klesajici funkce

Na obr.2.10a, 2.10b jsou grafy funkci hi:y = = — 2, hy:yr=
= -2z + 1.

Obr. 2.10a Obr. 2.10b

Co lze z grafu téchto funkci napi. vyéist?

Rostou-li hodnoty proménné z, Rostou-li hodnoty proménné z,
rostou i hodnoty funkce klesaji hodnoty funkce
y=x—2. y=—2x+ 1.

Co to znamena? Vezmeme-li dvé libovolnd z1, o z defini¢niho
oboru funkce, pro-ktera plati

r1 < T,

pak
r] —2 < 9 42, | 2w+ 1> 235+ 1,

¢ili
hl(zl) < hl(IQ). ‘ hQ(fEl) > hg(l‘g).

Na obrazcich jsou pro ilustraci zvolena ¢isla z; = —1, zo = 1,5.

Funkce hy: y = x — 2 je prikla- Funkce hy: y = —22 + 1 je pii-
dem rostouci funkce. kladem klesajici funkce.
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B Pro které z € (0,9) bude mit vyraz (18 — 2z) - = pravdépodobné
nejvétsi hodnotu?

Zobrazime usporadané dvojice z tabulky do soustavy seufad-
nic Oxy (obr.4.2a).
y Obrazek zretelné ukazuje na sy-

501 metrické rozlozeni bod podle pfimky
a0+ . } o rovnobézné s osou y a vedené bodem
304+ R [4,5;0]. Odtud se d& usoudit, Ze hod-

. ‘ . } . T
201 | . nota vyrazu (18 —2%) -z je maximalni
10+ \ pro x = 4,5.

——— Je tomu‘ale skute¢n¢ tak?

Ol 12345678

Upravime vyraz (18 —2x)-x dopl-
Obr. 4.2a nénim na-druhou mocninu dvojélenu:!

(18 — 2z) -z = — 222 + 18z = —2(22 =9z + 4,5° — 4,5%) =
= —2(2% — 92 +45%) ¥ 2-45% = —2(x —4,5)* +40,5

Vyraz —2(x —4,5)% +40,5 m& maximéalni hodnotu pro z = 4,5, a to
40,5. Pro kazdé = # 4,5 je totiz—2(z —4,5)% < 0, a tedy —2(z — 4,5)2 +
+ 40,5 < 40,5.

Zavér: Zemédélec by mél postavit vybéh pravotuhelnikového tvaru
s ,bo¢nimi stranami“ o délce 4,5m.

Zavislost (18 — 2x) - x na& € (0,9) vyjadiuje funkce
Yy

50+ y= —2z2+18z,x € (0,9) Yy= (18 - 2.’17) -x, x€ (()’ 9)

neboli funkce

y=—22%+ 18z, x € (0,9).

Ol 123 456 789

Jde o ¢ast kvadratické funkce, graf je
Obr. 4.2b na obr. 4.2b.

1 Chceme dospét k vyrazu tvaru k(z +m)? + n, kde k, m, n jsou redlna &isla.
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Bl Délka prvni parcely je 25 metri, délka druhé parcely je 37,5 metru,
tj. 1,bkrat vétsi. Co lze Tici o vzajemném poméru Sifek téchto parcel?

prvni parcely: druhé parcely:
24 metrt 16 metri

Sitka druhé parcely je 1,5krat mensi nez sitka prvni parcely.

Kolikrat se zvétsi velikost jedné strany parcely s danou vymérou,
tolikrat se zmen3i velikost strany s ni sousedni. Rikdme; 7e velikost
jedné strany parcely je nepfimo mérna velikosti strany s ni sousedni.

Funkce (1) je ¢asti funkce nepfima amérnost.

Nepfima tmeérnost je kazda funkee na mnoziné R \ {0} dand
ve tvaru

y= —,
T

kde k je realné ¢islo rizné od nuly.

Nyni se budeme vénovat_grafiim funkci nepfimé Gimérnost.
1
Zacneme funkei'y =.—; z € (0, +00), kterd je ¢asti nepfimé tmér-
b
nosti.
1
B Urcetehodnoty funkce y = —, = € (0, +00) v bodech 0,1; 0,25; 0,5;
x

1; 2; 4; 10: Vysledky sestavte do tabulky a obrazy pfislusnych dvojic
zakreslete do soustavy soufadnic Oxy.

0,110,25/0,5|1| 2| 4 |10

SEE RS

10 4 |21]1]/05[025[0,1
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Funkce linearni a kvadratické jsou piiklady polynomickych funkci;
funkce nepfimé tmeérnost je prikladem racionédlni funkce, kterd neni
polynomicka.

Pro ilustraci uvadime jesté dva priklady racionalnich funkei.

Na obr. 5.6 je graf polynomické funkce y = 2* — 622 + 82 = 3, na

3

obr. 5.7 graf racionalni funkce y = 1’ ktera neni polynomicka.

2 —

Y
T20
y=a*—6x2+8x—3
T10

1 2
—10

—20

T-30

Obr. 5.6

Ulohy k opakovani

5.14 Obsah pravothlého trojihelniku je 18 cm?.

a) ZapiSte funkci, kterd udava zavislost mezi velikostmi odvésen.

b) Jedna z odvésenmé délku 12 cm. Jak4 je délka druhé odvésny?

¢) Obdoebny tkol jako v b) feste pro pfipad, kdy délka jedné od-
vésny je 2,5cm.

5.15 Proud je pfi konstantnim napéti nepfimo timérny odporu vodice.
Najdéte funkci, kterd udava tuto zavislost, vite-li, ze pii odporu
380 (2 je proud 30 mA.

5.16. Ozubené kolo o primeéru d mm vykona n otacek za minutu a za-
sahuje do jiného ozubeného kola o primeéru 400 mm, které se otoci
za minutu desetkrat. Naleznéte funkci, jez udava zavislost n na d.
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Je-li f libovolna funkce, ktera neni prosta?, pak existuje aspoi
jedna dvojice &isel x1, 2 z Dy, x1 # w2, tak, ze f(z1) = f(z2). To ale
obracené znamen4, Ze existuje y € Hy, jemuz jsou piifazena dvé rizna
x1,22 € Dy, pro kterd je f(x1) = y a také f(x2) = y. Takovéto pfirazeni
neni jednoznac¢né, neurcuje tedy funkci.

Je-li f funkce prosta®, pak pro kazdé y € Hy existuje’pravé jedno
x € Dy, pro které plati f(z) = y. (Kdyby totiz existovalasdvé riznd
x1,22 € Dy, pro néz je f(z1) =y, f(x2) = y, nemohla by funkce f byt
prostd — ke dvéma riznym prvkim z Dy by bylo funkci f prifazeno
stejné y.) Dostavame tak novou funkci, kterou nazyvdme inverzni funkce
k funkci f; oznac¢ujeme ji zpravidla f~1.

Inverzni funkce k prosté funkci f je funkce f7% pro kterou
plati:
1. Dy-1 = Hy.
2. Kazdému y € Dy-1 je pfifazeno praveé to z € Dy, pro
které je f(x) =y.

E] Defini¢ni obor funkce ~L'je roven-oboru hodnot funkce f. Cemu
se rovna obor hodnot funkce f 17

H;—1 = Dy; celou situaci nam piiblizi obr. 6.7.

2 Vezméte si na pomoc napt. grafy funkei y = |z, y = x*.
3

3 Muzete si promyslet napt. na grafech funkei y = 2z, y = z°.
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Funkce y = 2% je v intervalu (0, +occ) prosta
a nabyva v tomto intervalu vSech hodnot z mno-
ziny (0, 400). Z toho plyne: Je-li a libovolné ne-
zaporné Cislo, pak existuje pravé jedno nezaporné
¢islo b takové, ze b = a.

Nezaporné ¢islo b nazyvame tfeti:odmocnina
z nezaporného ¢isla a; piseme b = ¥a.

Da se dokazat, Ze plati: Ke kazdému ptiroze-
nému ¢islu n a ke kazdému nezapornémurealnému
¢islu a existuje pravé jedno nezaporné dislo b ta-
kové, ze b = a.

Obr. 6.12 (Promyslete si toto/ tvrzeni —(vezméte na po-
moc ¢asti graft funkei y = =™ pro z € (0, +00) z prehledu v ¢lanku 6.1.)

Cislo b, 0 némz zde hovofime, se nazjva n-t4 odmocnina z ¢isla a.

Pro kazdé n € N je n-ta odmoenina z;nezaporného éisla a
takové nezaporné c¢islo b, proméz plati 8" = a. Budeme zapi-

b= {/a.

Cislo n se nazyvé odmecnitel (eéxponent odmocniny), ¢islo a
odmocnénec (ziklad odmocniny).

sovat

Je-li n = 2,sbudeme. struénéji, v souladu s diive zavedenym ozna-
denim, misto ¥/a psat pouze \/a.

B Nalrtndte v soustavé soufadnic Ozy grafy funkel y = /z, y = /.
(Vyuzijte grafy funkeiy = 22, z € (0, +00); y = 23, x € (0, +00).)

Funkee y= /& jerinverzni Funkce y = /x je inverzni
k funkei y = 22, r € (0, +00). k funkci y = 23, x € (0, +00).

K nacrtu pozadovanych graf vyuzijeme vétu z ¢lanku 6.3 o vza-
jemné poloze grafti funkce a funkce k ni inverzni v soustavé soutrad-
nic Ozxy.
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a z toho plyne

m+p
ar.asznam.\n/ap:Vam.aP:Q/am‘H’:an =
:a/%""% :ar-‘rs.
Tim je diikaz ¢asti a) véty proveden.
Priklad 1
Zjednoduste vyraz
9 5,2 _3
(gcs -y4)3 L2714
2 3 _5
x3 y4 zZ 6
x, 9, z jsou kladna realna cisla.
Reseni
9 5,2 _3 9,2 5,2 ~3 18 10 _3
(338~y4)3-z 1 (xg)s.(y4)§-z 1 x24 Y1z - 271
2 3 _5 - 2 3 _5 A 2 3 _5
3 -yd.276 x3 - yd .[z76 T3 -y1.2756
3_2 5_3 345 1 1 1 1
=x473 .y6 4.z 476 =12 -yI2 ZlQ:(xyZ)12

Priklad 2
Castecns odmocnéte val9: predpokladejte, 7e a je kladné ¢slo.
Resend
\7/ a]_9 = (1_172 = a2+’57 = a2 . a% = az . \7/a5
S touto tlohou jsme se jiz setkali v prikladu 2 z ¢lanku 6.5; Fesili jsme

ji pomoci vét o edmocninach.

Priklad 3
Vyjadiete soudin /a - Va?® - Va® ve tvaru jediné odmocniny; predpo-
kladejte, ze a je kladné cislo.
Reseni

%. \4/CL3 . \6/013 — a?li . a% . a% — a% — 1\2/a19
Tato tloha byla jiz fesena pomoci vét o odmocninich v piikladu 3
z ¢lanku 6.5.
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[0
Obr. 7.4

Na obr. 7.4 jsou na ukazku sestrojeny grafy funkci y = 3%, y = 47,
1y® 1\® 1\=
— 10° a dale pak grafy funkei y = (5)  y.=(5) v =(55) -
Y a dale pak grafy funkci y 5) Y 1) Y T
Bez dikazt uvedeme vlastnosti exponencialni funkce y = a”, a to
jednak pro a > 1, jednak pro 0 < a < 1

LFunkce y=a";a€RT\ {1}‘

0<axl1

Y

1

L, O] >~ =z
21 | 1 2
Defini¢ni obor je R.
Obor hodnot je (0, +00).
Je rostouci, a tedy je prosta. Je klesajici, a tedy je prosta.
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7.4 Logaritmus

Priklad 1
Urcete hodnotu funkce y = log, x v bodé 8, tj. log, 8.

Resent
Vyuzijeme toho, ze funkce y = log, x je inverzni k funkei y = 2%.
Funkci m: y = 2% (obr.7.8) je kaz-
dému v € R pfifazeno ¢islo r = 2Y,
které patii do R*, &ilirm(v) =4 Pomoci
funkce m ™!, tj. funkee inverzni kimn, se kaz-
dému r € RT piifazuje to ¥°€ R, pro které
plati m(v) = r.
V nasemspfipadé je r = 8. Hledame

-2 -1
tedy takové.v € R, pro které je
m(v) =8,
¢ili
2°'= 8.

Resenim exponencilni rovnice 2 = 8 s'nezndmou v € R dostavime
v = 3. (Viz téZ obr. 7.5.) Je tedy

m(3)=8
a odtud
m *(8) =3,
¢ili
log, 8 = 3.

b Zjistéte obdobnym zpisobem jako v pitkladu 1 log, 4 a log, 16.

logy 4 = 2, log, 16 = 4.

Uvédomme si, ze logaritmus c¢isla 8 o zakladu 2 je takové cislo,
kterym umocnujeme zaklad 2, abychom ziskali ¢islo 8:

2log2 8 _ 8
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